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Анализируется возникновение возмущения инженерной конструкции в процессе загружения с 
учетом изменения массы. Процесс загружения характеризуется скоростью движения нагрузки и мас-
сой нагрузки, присоединяемой к конструкции в единицу времени. Конструкция рассматривается как 
система с одной степенью свободы. В соответствии с законом сохранения количества движения полу-
чено дифференциальное уравнение движения конструкции. Решение уравнения получено с использовани-
ем цилиндрических функций. Анализ решения показал, что характер движения конструкции зависит от 
нагрузки, поступающей в течение периода собственных колебаний ненагруженной конструкции. Рас-
смотрены два крайних случая загружения конструкции – медленное и быстрое. 
 
Известно, что свободные колебания инженерных конструкций вызываются определенным начальным 
возмущением. Это возмущение принято характеризовать некоторым начальным перемещением и некоторой 
начальной скоростью. Однако следует учитывать, что возникновение такого возмущения связано с некото-
рым процессом загружения инженерной конструкции и обычно сопровождается изменением ее массы.  
Проанализируем возникновение возмущения инженерной конструкции в процессе ее загружения. 
Ставя перед собой задачу рассмотрения в первую очередь качественной стороны явления, будем рас-
сматривать конструкцию как систему с одной степенью свободы. Расчетная схема конструкции в этом 
случае характеризуется двумя параметрами – эквивалентной массой m0, заменяющей распределенную 
массу конструкции, и коэффициентом жесткости с конструкции в месте присоединения эквивалентной 
массы к упругому скелету конструкции [1]. 
Пусть конструкция, первоначальная масса которой m0, находится в состоянии покоя. Начиная с 
некоторого момента времени, она подвергается равномерному загружению. Процесс загружения конст-
рукции характеризуется скоростью движения нагрузки в момент соприкосновения с загружаемой конст-
рукцией v0 и массой нагрузки μ, присоединяемой к конструкции в единицу времени. Тогда масса конст-
рукции в произвольный момент времени равна 
0( )  m t m t . 
В соответствии с законом сохранения количества движения [2], движение конструкции описыва-
ется дифференциальным уравнением: 
0( ) i
i
my y v F .                                                                   (1) 
В число сил, входящих в правую часть уравнения (1), будем включать вес 
0( ) ()  Q t m tg  
и реакцию конструкции 
0
( ) ( );
.
ст
ст
R t c y
m g
c
 
Силы сопротивления движению не учитываются. Кроме того, полагаем в (1) величину y  малой по срав-
нению с v0 и пренебрегаем ею. 
Тогда уравнение (1) принимает вид: 
0
0 0 0 0
1
vt c g
y y t
m m m m
.                                                          (2) 
Общее решение неоднородного дифференциального уравнения (2) складывается из общего решения од-
нородного уравнения и частного решения неоднородного уравнения: 
1 2у t y t y t .                                                                   (3) 
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Для получения общего решения однородного уравнения 
0 0
1 0
t c
y y
m m
                                                                    (4) 
введем подстановку 
2 0
4
m
t z
c
 
и приведем уравнение (4) к новой переменной z: 
02
mc
z t t . 
С учетом сделанной подстановки дифференциальное уравнение (4) преобразуется в уравнение Бесселя [3]: 
2
2
1
0
d y dy
y
dz z dz
, 
тогда общее решение уравнения (4), выраженное через функции Бесселя нулевого порядка, имеет вид: 
1 1 0 2 0у t С I z С K z .                                                               (5) 
Находим частное решение неоднородного дифференциального уравнения (2): 
2у t At B .                                                                      (6) 
Для отыскания произвольных постоянных, входящих в (6), подставляем частное решение в (2) и получа-
ем выражение 
0 0Ac g t Bc v .                                                             (7) 
Исходя из необходимости соблюдения условия (7) в произвольный момент времени получим: 
0;Ac g  
0 0Bc v . 
Решая их, найдем, что 
;
g
A
c
 
0vB
c
. 
Тогда решение (6) принимает вид: 
0
2 1
vgt
у t
c gt
.                                                                    (8) 
Подставляя (5) и (8) в (3), получим общее решение неоднородного дифференциального уравнения (2): 
0
1 0 2 0 1
vgt
у t С I z С K z
c gt
,                                                   (9) 
которое описывает движение конструкции в процессе ее нагружения.  
Продифференцировав (9) по t, найдем скорость движения конструкции:  
1 1 2 1
2 1c g
у t С I z С K z
z c
,                                                (10) 
где 
1I z  и 1K z  – функции Бесселя первого порядка. 
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Входящие в (9), (10) произвольные постоянные находятся из условия, что конструкция до загру-
жения находилась в состоянии покоя: 
0
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                                                                (11) 
Подчиняя (9), (10) условиям (11), получим 
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Тогда при заданном времени загружения конструкции по формулам (9), (10) с учетом (12) находятся па-
раметры возмущения инженерной конструкции при загружении, вызывающего ее свободные колебания:  
- отклонение конструкции от положения равновесия – 0y ; 
- скорость движения конструкции по окончании загружения – 0y . 
Согласно (9), (10) величины, характеризующие движение конструкции, зависят от аргумента z.  
Для анализа особенностей движения конструкции при различных схемах загружения преобразуем 
переменную z к виду: 
4 1
Q qt
z t
qT Q
,                                                            (13) 
где 0Q m g  – вес ненагруженной конструкции; q g  – скорость загружения конструкции; 
0
c
T
m
 – пе-
риод собственных колебаний ненагруженной конструкции.  
Из (13) следует, что характер движения конструкции зависит от нагрузки qT , поступающей в те-
чение периода собственных колебаний T .  
Рассмотрим два крайних случая загружения конструкции:  
- случай медленного загружения qT Q ; 
- случай быстрого загружения qT Q . 
Так как в первом случае qT Q , то  
1z . 
Учитывая, что при z функции 0 1 0 1, , ,I I K K  стремятся к нулю, в (9) и (10) можно отбросить члены, 
содержащие цилиндрические функции. С учетом этого получим: 
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Здесь стy  – деформация конструкции при статическом загружении; стy  – скорость статического загружения. 
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Учитывая, что при длительном загружении второе слагаемое в скобках выражения (14) становится 
малым по сравнению с единицей, получим 
сту t y , 
следовательно, медленное загружение конструкции можно рассматривать как статический процесс.  
Так как во втором случае qT Q , то  
1z . 
Известно, что при малых z  функции Бесселя принимают вид [4]: 
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С учетом этого из (12) имеем: 
0
1
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c
;                                                                         (16) 
2
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.                                                              (17) 
Подставляя (16) и (17) в (10), получаем выражение для скорости движения при быстром загруже-
нии конструкции 
0( ) ( )ст
qt
у t v у
Q qt
.                                                               (18) 
Пренебрегая в (18) скоростью статического нагружения, ввиду ее малости по сравнению с v0, получим 
известную формулу для скорости при абсолютно неупругом ударе [2]: 
0( )
qt
у t v
Q qt
. 
Следовательно, случай быстрого загружения конструкции можно приравнять к удару.  
Заключение. Проявления динамического эффекта при загружении инженерной конструкции суще-
ственно зависит от нагрузки qT , поступающей в течение периода собственных колебаний незагруженной 
конструкции. Численный анализ полученного общего решения уравнения (2) показывает следующее: 
- при значениях 
10
Q
qT  динамическим эффектом загружения конструкции можно пренебрегать и 
загружение практически можно рассматривать как статический процесс; 
- при значениях 
10 100
Q Q
qT  динамическим эффектом загружения конструкции пренебрегать нель-
зя и загружение следует рассматривать как динамический процесс; 
- при значениях 100qT Q  загружение конструкции практически можно рассматривать как ударное. 
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